Chapitre 1 : Fonction exponentielle

P1 :  Soit k un réel et f une fonction dérivable sur IR

Si pour tout x on a f’(x)=kf(x) et f(0)=1 alors f ne s’annule pas sur IR.
Démonstration
T(x)=f(x)* f(-x) où f’(x)=kf(x) et f(0)=1

T’(x)= f’(x)* f(-x) + f(x)* -f’(-x)

        = kf(x)* f(-x) – f(x)* kf(-x)

        = 0

T’ est nulle sur IR donc T est constante:
T(x) = T(0) = f(0)* f(-0)

                   = 1

Ainsi f(x) * f(-x) =1 pour tout x

Donc f(x) ≠ 0 pour tout x
T1 : Il existe une unique fonction f dérivable sur IR telle que f’=f et f(0) =1 . On la note ℮, qui se lit exponentielle.

· Existence : Admis 

· Unicité : Supposons g tel que g’=g et g(0)=1 et posons h = g/f

h’= (g’f-gf’)/f² = (gf-gf)/f² = 0

Donc h est constante h(x)=h(0)=g(0)/f(0) = 1/1 =1
h=1 d’où g = h

	℮’(x) = ℮ (x)

℮(0) = 1


T2 : 

k désigne un réel, il existe une fonction f telle que f’(x) = kf et f(0) = 1

Cette fonction notée fk est définie sur IR par fk(x) = ℮ (kx)

· Existence : Calculons fk(0) = ℮ (0) = 1

De plus f’k(x) = k℮’(kx) = k℮(kx) = kfk

f’k =kfk et fk(0) = 1 donc cette fonction existe

· Unicité : Soir g telle que g’=kg et g(0) = 1 

On pose h = g/fk

h’= (g’* fk – fk’* g)/f² = (k* g* fk – k* fk* g)/f² = 0

Donc h est constante 

h(x)= h(0) = g(0)/fk(0) = 1

donc g=fk ce qui prouve que fk est unique

T3 : Soit f dérivable sur IR, non nulle, il est équivalent de dire :

1. Pour tout réel x,y, on a f(x+y) = f(x)* f(y)

2. Il existe un réel k tel que f(x)= exp(kx)

1=>2 : Puisque f est non nulle, il existe xo tel que f(xo)≠0
Ainsi f(xo+0) = f(xo) * f(0) =f(xo)

donc f(0) =1

de plus posons T(x) = f(x+y) = f(x) * f(y)

                         T’(x) = f’(x+y) = f’(x) + f’(y)

En prenant x=0, on a T’= f’(0) * f’(y)

Ainsi T’(y) = kf(y)

T2 : on a f(y) = ℮(ky)

2=>1

Soit y fixé posé : T(x)= f(x+y)/f(x)

T’(x) = (f’(x+y)* f(x) – f’(x)* f(x+y)) / (f(x))²

          = (kf(x+y)* f(x) – kf(x)* f(x+y)) / (f(x))²

          = 0

Donc T est constante sur IR donc :

T(x) = T(0) = f(y)/f(0) = f(y) = f(x+y) / f(x)

Ainsi f(x)* f(y) = f(x+y)

P2 : La fonction exponentielle est strictement positive sur IR

℮(x) = ℮(x/2 + x/2) = (℮(x/2))² > 0

                              (T3)            (P1)

P3 : La fonction exponentielle est strictement croissante sur IR

℮’(x)= ℮(x) >0, donc ℮ est strictement croissante sur IR

	· Pour tout réel a, b on a :  a < b ( ℮(a) < ℮(b)

· a = b ( ℮(a) = ℮(b)


P4 : Pour tout x, ℮(-x)=1/℮(x)

℮(-x)* ℮(x) = ℮(-x+x) = ℮(0) = 1

donc ℮(-x)= 1/℮(x)

P5 : Pour tout x, y réels, ℮(x-y) = ℮(x)/℮(y)

℮(x+(-y)) = ℮(x)* ℮(-y) 

                = ℮(x)* 1/℮(y)
                = ℮(x)/℮(y)

P6 : Pour tout réel x1, x2 … xn

           ℮(x1+x2+…xn)= ℮(x1) * ℮(x2) *… ℮(xn)

· P3

P7 : Pour tout entier n et tout réel x 

        ℮(nx)= ℮(x)^n

n entier

· si n > 0 alors ℮(nx) = ℮(x+x+…x) ( n fois

     D’après P6             = ℮(x)^n

· si n=o alors ℮(0) = 1 = ℮(x)^0 = 1

· si n < 0 alors (-n) > 0
et ℮(nx) = ℮((-n)* (-x))

              = ℮((-x)+(-x)+…(-x))

     P6 (    = ℮(-x)^(-n)

     P4 (    = (1/℮(x))^(-n)

                  = (℮(x)^(-1))^(-n)
                  = ℮(x)^n

Résumé :

	℮(0) = 1
	℮(x) > 0         
	℮’(x) = ℮(x)
	

	℮(x+y) = ℮(x)* ℮(y)
	x) = 1/℮(x)
	℮(x-y)= ℮(x)/℮(y)
	℮(x)^n= ℮(xn)


P8 : lim ℮(x) = +∞ (x(+∞) et lim ℮(x) = 0 (x(-∞)

Posons f(x) = ℮(x)-x

            f’(x) = ℮(x)-1

Sur IR+,  x  ≥ 0

℮(x) ≥ ℮(0) = 1

℮(x)-1 ≥ 0

Ainsi f’(x) ≥ 0 sur IR+

Donc f est croissante sur IR+

Soit x ≥ 0 

    f(x) ≥ f(0) = 1 > 0

On en déduit ℮(x) ≥ x, ainsi les réels ℮(x) dépassent n’importe quel réel A aussi grand que l’on veux pourvu que x lui-même dépasse A.
Ainsi : lim ℮(x)= +∞  (x( +∞)

De plus ℮(-x) = 1/℮(x)

Quand x tend vers -∞, (-x) tend vers +∞ et donc ℮(-x) tend vers +∞

et on a lim ℮(x) = 0  (x(-∞)

T4 : a désigne un réel non nul. Les solutions de l’équation (sur IR) de

y’=ay sont les fonctions f définies par f(x)= C℮(ax) 

(avec C €(appartient) IR)

f’(x) = Ca℮(ax) = a(C℮(ax)) = af(x)

soit g une function qui vérifie g’=ag

posons h(x) = g(x)/℮(ax)    

h’(x) = (g’(x)* ℮(ax) – g(x)* a℮(ax))/(℮(ax))²

h’(x)=0 donc h est constante sur IR. 

Soit h(x)= C (C €IR) et finalement :

g(x)=C℮(ax)

T5 : a et b deux réels avec a ≠ o, les solutions de y’= ay+b sont définies sur IR par f(x)= Ce(ax) – b/a

f’(x)= Ca ℮(ax)

et af(x)+b = a(C℮(ax)-b/a)+b

                 = aC℮(ax)-b+b=f’(x)

Donc f satisfait y’=ay+b

Posons g(x) = f(x) + b/a

            g’(x) = f’(x)+0

            g’(x) = f’(x) = Ca℮(ax) = ag(x)

Donc g’(x) = ag(x)

et d’après T4 g(x) = C℮(ax) = f(x) + b/a

donc f(x) = C℮(ax) –b/a

P9 : Pour tout couple (xo ;yo), il existe une unique solution de 

y’= ay+b avec yo = f(xo)
