Chapitre 3 : Dérivation
Définition du nombre dérivé :

On dit que f est dérivable en a lorsque le taux d’accroissement 

(f(x)-f(a))/(x-a) admet une limite finie quand x tend vers a, on note f’(a) cette limite.

	f’(a) = lim (x(a) (f(x)-f(a))/(x-a)


Tangente
Lorsque la fonction f est dérivable en a, elle admet une tangente en a
f’(a) et d’équation y= f’(a)* (x-a) + f(a)

T1 : Si f est dérivable sur un intervalle I inclus dans Df alors f est continue sur I.

Approximation affine de f en I : 

f(x+h) ≈ f(x) + h* f’(x)

	       T2 : 

· (u+v)’ = u’ + v’

· (u-v)’ = u’ – v’

· (ku)’ = ku’

· (1/v)’ = -v’/v²                     ( Si v ne s’annule pas

· (u/v)’ = (u’v – uv’)/v²        ( sur I

· (uv)’ = uv’ + u’v

           


	Fonction
	Dérivée
	Commentaire

	x ( k (constante)
	x ( 0
	x € IR

	x ( x
	x (1
	x € IR

	x ( 1/x
	x ( -1/x²
	x € IR*

	x ( x^n
	x ( n*x^(n-1)
	x € IR si n ≥ 1 

x € IR* si n < 1

	x ( √x
	x ( 1/(2√x)
	x € IR+*

	x ( cos x
	x ( -sin x
	x € IR

	x ( sin x
	x ( cos x
	x € IR

	T3 : f est une fonction dérivable sur I, contenue dans Df.

·  Si f’ > 0, alors f est croissante sur I

·  Si f’ < 0, alors f est décroissante sur I

·  Si f’ = 0, alors f est constante sur I


Extremum local :

Soit f définie sur I dans Df et c un point de I.

Dire que f(c) est un maximum local sur I signifie qu’il existe un intervalle J contenu dans I tel que pour tout x de J on ait f(x) ≤ f(c)

(idem avec un min local)

	T4 : Soit f une fonction dérivable sur I :

· Si f(c) est un extremum local alors f’(c) = 0

· Si f’(c) s’annule en c en changeant de signe alors f(c) est un extremum local


Théorème de la bijection

	T5 : soit f dérivable sur [a ; b ] et si f’ > 0 sur [a ; b] sauf en quelques points, alors pour tout réels k de [f(a) ; f(b)], l’équation f(x) = k possède une unique solution.


(Résultats analogues avec f’< 0)

Dérivation : fonctions composées

	T6 : g est une fonction dérivable sur un intervalle J, et u une fonction dérivable sur un intervalle I tel que u(x) € J, alors la fonction f

définie sur I par f(x) = (gou) (x) = g(u(x)) est dérivable sur I et

f’(x) = (gou)’(u) = u’(x) * g’(u(x))


Il s’agit de démontrer que le taux d’accroissement de la fonction a noté t(x) = f(x) –f(a) / x-a admet pour limite en a le nombre 

u’(a) * g’(u(a))

Supposons que x soit voisin de a : on peut écrire :

t(x) =[ g(u(x)) – g(u(a)) / u(x) – u(a) ] *  u(x) – u(a) / x-a 

Or u est dérivable en a, donc :

lim (x(a) u(x) – u(a) / x-a = u’(a)

D’autre part on pose: h(x)= g(u(x)) – g(u(a)) / u(x) – u(a)

et X= u(x)

h(x) = g(u(x)) – g(u(a)) / X – u(a)

or u est dérivable en a donc elle est continue en a: 
lim (x(a) X = lim(x(a) u(x) = u(a)

et lim (X( u(a)) g(u(X)) – g(u(a)) / u(X) – u(a)= g’(u(a))

D’où lim t(x) = u’(x)* g’(u(x))

Conséquence :

· Si u est dérivable et strictement positive sur un intervalle I alors (√u)’ = u’ / 2√u
· si u est dérivable sur un intervalle I et n un entier naturel non nul

         (n ≥ 1) alors (u^n) = n* u’* u^(n-1)

· Si u est dérivable sur un intervalle et ne s’annule pas sur I et n un entier avec n ≤ -1 alors (u^n) = n* u’* u^(n-1)

Fonction tangente :

La fonction définie sur I = IR {π/2 + kπ} par f(x) = sinx / cosx

s’appelle fonction tangente et se note tan.

Pour tout x de l’ensemble de définition tanx = sinx / cosx
Parité : tan(-x) = sin(-x) / cos(-x) = -sinx / cosx = -tanx

Donc tan est une fonction impaire, sa courbe représentative est symétrique par rapport à 0.

Périodicité : tan(x+π) = tan(x)

Tan est π-périodique, sa courbe représentative s’obtient par translation de vecteur (πi) de la courbe obtenue sur une période. (ex :]-π/2 ; π/2[)

Remarque : on peut se contenter d’étudier tan sur [o ; π/2[ puis on complète l’étude par symétrie et translation.

Variations : tan est dérivable sur I car c’est le quotient de 2 fonctions dérivables sur i.

tan’(x) = 1/cos²(x) = 1 + tan²(x)

tan est strictement croissante sur [0 ; π/2[.
