Chapitre 4 : Les nombres complexes
Définition :

On appelle nombre complexe tout élément de la forme a + ib avec a et b deux réels et i² = -1 .

L’ensemble des nombres complexes se notent IC , ( IR C  IC )

Notation :

L’écriture a +ib s’appelle la forme algébrique du nombre complexe.

Le réel a s’appelle la partie réelle du complexe z = a + ib, Re(z) = a

Le réel b s’appelle la partie imaginaire de z, on note Im(z) = b

Remarque :

Soit z un nombre complexe,

· Si Im(z) = 0, alors z = a donc z est réel.

· Si Re(z) = 0, alors z = ib, on dit que z est imaginaire pur.

· Si Im(z) = 0 et Re(z) = 0, alors z est le complexe nul.

Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si leurs parties réelle et imaginaire sont égales

Opérations :

avec z = a + ib et z’ = a’ + ib’.

1. z + z’ = (a +a’) + i(b + b’)

2. z* z’ = (aa’ – bb’) + i(ab’ + ba’)

3. 1 / z = (a /a² + b²)  - ( i* b/ a² + b²) (factoriser terme prépondérant)
4. z / z’ = (aa’ + bb’) /a² + b²  -  i*( ba’ – ab’)/ a² + b²) (“)
Représentation graphique

L’image ponctuelle M d’un complexe z = a + ib est le point de coordonnées (a ; b). On dit que z est l’affixe du point M(a ; b)

L’image vectorielle de →(w) de a + ib est le vecteur →(w) (a ; b)

On dit que (a + ib) est l’affixe de →(w)

Propriété du conjugué
Pour tout complexe z et z’, on a :
Module et argument

M a pour coordonnées cartésiennes (x ; y) dans un repère (o i j) et pour coordonnées polaires ( p ; θ) dans le repère (o, u )

· Si M (p ; θ ) en polaire alors (x ; y) en cartésiennes et

x = p * cos θ

y = p * sin θ

· Si M (x ; y ) en cartésiennes alors M (p ;θ ) en polaires et

p = √(x² +y² )

cos θ = x / p

sin θ = y / p

Définition :

Soit z un complexe non nul et (p ; θ ) les coordonnées polaires du point M d’affixe z.
On dit que p est le module de z et on note │z│ et que θ est un argument de z, on note θ = arg(z)

Propriétés :

Soit z = x + iy 

· │z│² = x² + y² = z* [z]

· Si x = y alors │z│ est la valeur absolue de x 

· Si x > 0 alors arg(x) = 0

· Si x < 0 alors arg(x) = π

· Si z ≠ 0 est un imaginaire pur alors arg(z) = π/2 ( + kπ)

Forme trigonométrique :

z = x + iy
   = p(cosθ + isin θ ) avec p > 0

Réciproquement, z = p(cosθ + isin θ )

on a : z = pcosθ + p* isin θ 

     │z│ = √( (pcosθ)² + (p* sin θ)²)

             = √(p² * (cos²θ + sin²θ)

             = p
Opérations:

Soit z = p(cosθ + isin θ ) et z’ = p’(cosθ’ + isin θ’ )

on a :

· z* z’ = pp’(cos(θ + θ’) + i sin (θ + θ’))

· z/z’ = p/p’ (cos(θ – θ’) + i sin (θ - θ’))

Rappel: 

cos (a + b ) = cos a * cos b – sin a * sin b

sin (a + b ) = sin a * cos b + sin b * cos a

zz’= p(cosθ + isin θ ) * p’(cosθ’ + isin θ’)

     = pp’ * (cosθ * cosθ’ + cosθ * isinθ’ + isinθ * cosθ’ – sinθ * sinθ)
     = pp’ ( cos (θ + θ’ ) + i*( cos θ * sin θ’ + sin θ * cos θ’)

     = pp’(cos(θ + θ’) + i sin (θ + θ’))

Equations du second degré : 
Résoudre dans IC : ax² + bx +c

Si ∆ < 0 alors l’équation admet deux solutions complexes :

Z1 = (-b – i√∆) / 2a

Z2 = (-b + √∆) / 2a

Forme exponentielle :

Posons f(a) = cos a + i sin a

             f’(a) = -sin a + i cos a

                     = i² sin a + i cos a
                     = i ( cos a + i sin a)

                     = i * f(x)

D’après le cours sur l’exponentielle:

f(a) = C ℮(ia)

de plus f(0) = cos 0 + i sin 0 = 1

donc C℮(i0) = C = 1

D’où f(a) = ℮(ia) = cos a + i sin a

Appliquons cela à un nombre complexe z = a + ib

z = r (cos θ + i sin θ)

  z = r * ℮(iθ)

│℮(iθ) │ = │cos θ + i sin θ │

                = √ ( cos² θ + sin² θ)

                = √(1)

                = 1

Opérations:

· ℮(iθ) * ℮(iθ’) = ℮(i * (θ + θ’))
· ℮(iθ) / ℮(iθ’) = ℮(i * (θ – θ’))

· ℮(iθ)^n = ℮(iθ*n)

· [℮(iθ)] = ℮(-iθ)

· ℮(i0) = 1

· ℮(i * π/2) = i

· ℮(i * π) = -1

· ℮(i * -π/2) = -i

	Formule de Moivre :

(cos θ + i sin θ)^n = ℮(i θ)^n

                              = ℮(i θ *n)

                              = cos (nθ) + i sin (nθ)

Formule d’Euler :

cos θ = ( ℮(iθ) + ℮(-iθ) ) / 2

sin θ = ( ℮(iθ) - ℮(-iθ) ) / 2i



Nombres complexes et géométrie:
Soit A, B et C trois points du plan d’affixe za, zb et zc.

On a : │zb – za│ = ││ →AB ││ = AB
arg (zb – za) = (→u ; →AB)
**│(zb – za) / (zc – za) │ = AB / AC

arg (zb – za) / (zc – za) = (→AC ; →AB)

Prenons M (zm) tel que zm = zb - za = z(→AB) = z(→ M)

or │zm│ = OM = │zb – za │ = AB  (car OMBA parallélogramme)

(→u ; →OM) = arg (zm)

(→u ; →AB) = arg (zb – za)

**│(zb – za) / (zc – za) │ = │(zb – za)│ / │(zc – za) │ = AB / AC
De même, arg (zb – za) / (zc – za)
                     = arg (zb – za) – arg (zc – za)

                     = (→u ; →AB) – (→u ; → AC )

                     = (→AC ; →AB)

Alignement et orthogonalité

· A, B et C dictincts sont alignés si arg (zb – za) / (zc – za) = 0
· (AB) et (AC) sont orthogonales si arg (zb – za) / (zc – za) = π /2
Transformations du plan

Translation :

Soient M et M’ deux points du plan d’affixes z et z’ et →u un vecteur d’affixe b. M’ est l’image de M par la translation de vecteur →u

si : z’ = z + b
M’ = t →u (M) 

( →u = → MN

      b = z’ – z

( z’ = z + b

Homothétie :

On dit que M’ est l’image de M par l’homothétie de centre W et de rapport k si :  →WM’ = k* →WM

Soient M, M’ et W trois points d’affixes z, z’ et w et k un réel.

L’écriture complexe associée à l’homothétie k de centre W et de rapport k est : z’ - w = k*(z - w)

Cercles du plan :

L’ensemble des points M du plan d’affixe z qui vérifient

z = w + r* ℮(iθ) est un cercle de centre W d’affixe w et de rayon r.

Rotation

Soient M, M’ et W trois points du plan complexe 

d’affixes respectives z, z’ et w.
M’ est l’image de M par la rotation de centre W et d’angle θ si :

z’ – w = ℮(iθ )* (z – w)

· Si M = W alors z = w

Donc z’ – w = ℮(iθ)* (z –w) = 0

z’ – w = 0

z’ = w

M’ = W

· Si M ≠ W alors z ≠ w

z’ – w = ℮(iθ) * (z – w) 

( z’ – w / z – w = ℮(iθ)

( │z’ – w / z – w │ = │ ℮(iθ)│

      arg ( « ») = arg (℮(iθ))

( WM’ = WM

      (→WM ; →WM’)
Ce qui signifie que M’ est l’image de M par la rotation de centre W et d’angle θ
